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SONDERABDKUCK AUS DEM 61. BANDE DER MATHEMATISCHEN ANNALEN. 



n positive Zahlen *'i? ^2? " '^ ^n ^^^^^ ^^^ bekanntlieh zusammen- 
gehörige (oder assoziierte) Konvergenzradien einer Potenzreihe 



OD 



-(1) ^(^l,^27--->^n)=^ >^'«'-'^»a>x,i'„...,v„^?4*---^«"; 







' wenn ^{x^, x^, • -, x^ für 

-w (2) l^iKn. 1^2 1< ^2. •••H^i.l<^« 

^,1 absolut konvergiert, während absolute Divergenz stattfindet, sobald 

(3) kll>^n k2l>^2. ••-. knl>^n 

angenommen wird. 
'"> Denkt man sich im Falle w = 2 in einem rechtwinkligen Koordinaten- 

:; Systeme die Punkte x = r^y 2/ = *2^ deren Koordinaten zusammengehörige 
^"^^Konvergenzradien sind, markiert, so erfüllen sie eine Kurve 

Z Die Stetigkeit derselben bewiesen zuerst die Herren A. Meyer und 

^^E. Phragmen, neuerdings Herr F. Hartogs*), der daraus weitere in- 
teressante Folgerungen zog. Von einer anderen Begründung dieses Stetig- 
keitssatzes ausgehend, beweise ich im folgenden außerdem, daß die er- 
wähnte Kurve in jedem Punkte einen vorwärts und einen rückwärts 
genommenen Differentialquotienten besitzt, die voneinander verschieden 

*) Meyer, Stockholm. Ted. Ak. Förh. Öfv. 40 (1883), Nr. 9, p. 16. — Phragmen, 
ebenda Nr. 10, p. 17. — Hartogs, Beiträge zur elementaren Theorie der Potenzreih«n 
und der eindeutigen analytischen Funktionen zweier VeriLnderlichen. Münchner Inaugu- 
raldissert. Lpz. 1904. p. 8-11. — Während der Korrektur der vorliegenden Arbeit 
machte mich Herr Blumenthal in liebenswürdiger Weise darauf aufmerksam, daß 
ein Teil der darin enthaltenen Resultate (im wesentlichen auch der Hauptsatz von 
p. 292) schon von Herrn Fabry (C. R. 1902, ßd. 134, p. 1190—1192) auf andere Weise 
gefunden wurden; daselbst spricht Herr Fabry auch den p. 316 ff. erwähnten, später 
von Herrn Hartogs wiedergefundenen und bewiesenen Satz aus. 
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290 G Fabbr. 

sein können (dann hat die Kurve q) {x, y) = in dem betrachteten Punkte 
eine Ecke, die übrigens zugleich Häufungsstelle unendlich vieler benach- 
barter Ecken sein kann). 

Aus der bloßen Kenntnis einer Tangente t im Punkte r,, r^ läßt 
sich dann in der a?y-Ebene ein zweidimensionales Gebiet definieren, außer- 
halb dessen kein Punkt der Kurve q){x, y) = liegen kann; dieses Kon- 
tinuum wird begrenzt von den beiden Koordinatenachsen und derjenigen 
Kurve der Form a;^iy^» = const., welche im Punkte r^,r^ die Tangente 
t hat. Die so gefundene Beschränkung im Verlaufe der Kurven q){Xy y) = 
läßt sich auch in der Weise ausdrücken, daß diese Kurven Lösungen 
einer Differentiaiungleidmng zweiter Ordnung sind. Umgekehrt zeigt sich, 
daß zu jeder Kurve il;(x, y) = 0, welche der betreffenden Differentialunglei- 
chung genügt, unendlich viele Potenzreihen ^(^^1,^2) gehören, für welche 
^(a:, y) =■ Kurve der assoziierten Konvergenzradien ist, d. h. genügen 
die Werte x = r^y 2/ = ^2 ^^^ Gleichung ^(a?, y) = 0, so ist r^, r^ ein Paar 
zusammengehöriger Konvergenzradien von ^{x^,x^ und umgekehrt. 

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit führe ich die Be- 
weise der soeben erwähnten Sätze aus; dieselben lassen sich sämtlich unter 
Beibehaltung des eingeschlagenen Beweisganges auf Funktionen beliebig 
vieler Veränderlicher ausdehnen. Bei der vorliegenden Untersuchung kann 
der Fall w == 3 als Typus des allgemeinen gelten; einerseits nämlich bietet 
der Fall w = 3 gegenüber demjenigen w = 2 einiges neu Hinzukommende, 
das einer besonderen Erläuterung bedarf (s. § 2) ; andererseits aber 
dürfte dann der Weg zu weiteren Verallgemeinerungen genügend vor- 
gezeichnet sein. 

Die folgenden reihentheoretischen Entwicklungen liefern zugleich einen 
Beitrag zu der noch wenig geklärten Frage über den Verlauf der Singu- 
laritäten einer Funktion mehrerer Veränderlicher; einige diesbezügliche 
Folgerungen werden am Ende der Arbeit (s. § 3) gezogen. 

§ 1. 

Es sei r^, r^ irgend ein Paar zusammengehöriger Konvergenzradien der 
Potenzreihe 



OD 



(5) ^i^U^2)-^'%v^^l] 







die Annahme, daß eine der Zahlen r^ oder r^ gleich Nnll sei, ist für das 
Folgende ohne Bedeutung und wird daher ausgeschlossen; die oberen 
Grenzen der Zahlen r^ und r^ sollen mit R^ und JSg bezeichnet werden und 
nach Herrn Hartogs*) die Maximalradien (der x^- bzw. rp^-Ebene) heißen. 

*) a. a. 0., p. 14. 
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Zwischen r^ und r^ besteht bekanntlich*) die charakteristische Be- 
ziehung: 

/u+v 



(6) Umy|a„Jr5'rJ = l. 

</ -f r = OD 

Für das Folgende kommt es vor allem darauf an,, jene a^^^ auszu- 
sondern, die für das Zustandekommen dieses oberen Limes ausschlaggebend 
sind. Ist d^^ irgend eine Zahl zwischen Null und 1 (mit Einschluß dieser 
Grenzen) und wird ein für alle Mal 1 — ^^ == -Ö-g gesetzt, so sind, falls 
man die Reihe betrachtet, welche aus ^(a?i, x^) entsteht, wenn man alle a^,. 
gleich Null setzt mit Ausnahme derjenigen, deren Indizes der Ungleichung 

^i — Q ^ ~X" ^^i~^ 9 ^^^ *1®^ ^^^^ ^^^ Ungleichung 

1 

genügen, folgende zwei Fälle denkbar: 

I. Fall: Es bleibt, wie klein auch die positive Zahl q sei, für die 



H+v 



übriggebliebenen a^^^ die Beziehung lim ]/| a^^^jrfrj = 1 bestehen. In 

diesem Falle nenne ich die Zahlen ^i, -ö'^ zu den Konvergenzradien r^,r2 
oder auch zum Punkte x ^^ r^^y = r^ gehörig und umgekehrt diesen Punkt 
von den Zahlen 'Ö'i,'Ö'2 abhängig, 

IL Fall: Wenn die a^^ durch die obigen Ungleichungen (7) be- 
schränkt sind, so ist für ein gewisses Q == Qq und um so mehr für alle 
kleineren q: 

(g\ liiii y l^//vkf^2 < h ^Iso auch 

WO 1^ > ist. Es heißen dann die Zahlen d-^, d'^ nicht zum Punkte r^, r^ 
gehörig und letzterer von d"^, -Ö-g unabhängig. 

Zunächst ist klar, daß zu jedem Punkte r^^r^ — unter r^^^r^ immer 
zusammengehörige Konvergenzradien verstanden — mindestens ein Zahlen- 
paar d'^y ^2 gebort; denn wegen (6) läßt sich aus den a^^ eine unendliche 
Folge so auswählen, daß für die ausgewählten a 

lim Vla^jrfrj = 1 ist; 

^ -f V SS OD 

bildet man nun für aUe diese a,,^ die Zahlen 0. == — ^- und 0« = — ^ 

und ist 'd'1,'9'2 eine Häufungsstelle der 0i,02; so ist ^ly^^ ®i^ 2^™ 
Punkte r^yT^ gehöriges Zahlenpaar. 

*) Lemoine, Bull, des Sc. Math. 20 (1896), p. ^86— 292. 
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292 (^' Fabek. 

Dies vorausgesetzt, betrachte ich die sog. TT- Kurve: 

(9) x^^y^^ = rprf», 

soweit sie in dem Quadranten verläuft, in welchem x und y beide positiv 
sind; ist 'd'i = oder ^"2 = 0, so hat man es mit einer Parallelen zur 
X- bzw. y-Achse zu tun; im übrigen sind die hier zu betrachtenden 
TT- Kurven überall (nach oben) konkav und haben die Koordinatenachsen 
zu Asymptoten. Ein Punkt x ^ s^, y = «2 l^^ißt oberhalb der TF- Kurve 
x^iy^^ = C gelegen, wenn sf^sp > G ist. Es besteht dann folgender 

Hauptsatz: Liegt der Punkt x = s^, y ^ s^ oberhalb der Kmrve 
x^iy^^^rprp und gehört das Zahlenpaar -^i, 'd'2 £^ni Punkte r^yr^, so 
kann s^^s^ kein Paar zusammengehöriger Konvergenzradien sein. 

Denn es ist nach Voraussetzung i—\ ' • (--J * > 1, also auch, wenn 

Pq > genügend klein gewählt wird, wegen der Stetigkeit der Exponen- 
tialfunktion 

(-f'*'(-r^'>l. also auch) , ^ 

(10) V»-./ VV ^ ' für (> ^ 9o, 

> 1 + V I 

demnach 

(11) lim V\%Ä^, = lim VT^J^J ' (7-) ' (~) 
da ja, wenn die /it, v durch die Ungleichungen: 






(q £ 9o) 



H + v 



beschränkt werden, einerseits lim V | öt^, ^ | rf rj= 1 bleibt, andererseits nach (10) 

ju 4- 1' = 00 

(--)" * • i^Y ' > 1 + V ist; weil aber ImV|« Js'/sJ > 1 ausfällt, 

können 5^, s^ keine zusammengehörigen Konvergenzradien sein, und die 
Potenzreihe '^(x^, x^) divergiert absolut für | a^i | = 5^, | ^2 1 = ^2- 

Gehören zum Punkte r^, r^ mehrere Zahlenpaare d'^y d'2 also auch 
mehrere W-Kurven, so kann 5^,52 kein Paar zusammengehöriger Kon- 
vergenzradien sein, wenn der Punkt Sj, s^ oberhalb auch nur einer dieser 
Kurven liegt. Aus den, eventuell unendlich vielen, zum Punkte r^, ^2 ge- 
hörigen TF-Kurven lassen sich dann zwei, die extremen IF-Kurven, aus- 
wählen, die für die Ausschließung dasselbe leisten wie die Gesamtheit. 
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Um dieselben aufzufinden und dann weitere Schlüsse zu ziehen, be- 
achte man zunächst den folgenden 

L Hilfssatz: Gehört das ZaMenpcLO/r %'^, %'^ nicht zum Punkte r^, r^, 
so gibt es eine positive Zahl 6q derart, daß amh die sämtlichen Paa/re 
'^1 ± <^; '^2 "F <^ '^ioht zu r^j r^ gehören, solange d <,6q ist. 

Mit anderen Worten: Die Menge der zu einem Punkte r^, r^ ge- 
hörigen Zahlenpaare %'^y ^'^ ist abgeschlossen, d. h. sie enthält ihre Häu- 
fungsstellen. 

Haben ri und q < q^ die gleiche Bedeutung wie in (7) und (8), so 

genügt es (^o == ^ ^^ wählen, denn dann ist nach (8) : 

(12) UmyT^irfr;<l-i?, 
wenn ft und v den Ungleichungen 

(13) "^ 

(*, T ff) - p' ^ i;^ ^ (^, T tf) + 9' 

jför tf<^ und o'<^ genügen. 

Wenn also d-^ die obere und d'^ die untere Grenze der zum Punkte 

r^, r^ gehörigen Zahlen ^j, und -d-^ = 1 — -ö-j, -^j == 1 — ä-j die ent- 
sprechend fiir die Zahlen d'2 gebildeten Größen sind, so sind auch die 
Paare '9'i,'9'2 und '9'i,'d'2 zum Punkte r^^r^ gehörig. 

Die durch r^, r^ gehenden extremen TF-Kurven sind nun die fol- 
genden: 

(13) ^_ ^ ^ 

und zwar gibt die erste für a; > r^, die zweite für a; < r^ das genaueste 
Resultat, wenn man durch den Hauptsatz möglichst viele Punkte Sj, Sg 
ausschließen will. 

Die übrigen zum Punkte ^1,^2 gehörigen W- Kurven verlaufen sämt- 
lich ganz zwischen diesen beiden. Es ergibt sich dies daraus, daß sich, 
wie leicht ersichtlich, zwei TF-Kurven höchstens in einem Punkte (des 
allein in Betracht kommenden Quadranten) schneiden können und daß die 
TF-Kurven um so rascher der X- (bzw. F-)Achse asymptotisch zustreben, 

je größer (bzw. je kleiner) das Verhältnis ^ ist. 

Ist insbesondere -d*! = 1, also -d", == 0, so artet die eine zum Punkt 
r^, rg gehörige extreme TT- Kurve in die Gerade x=^r^ aus und nach 
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dem Hauptsatze gibt es dann kein Paar zusammengehöriger Konvergenz- 
radien r^', r,', wo r^ > r^ wäre; r^ ist somit Maximairadius; dagegen ist 

(14) fiä'vT^i^;'' == 1 

für jedes zwischen und r^ gelegene r^'; da nämlich 

fi-\-v_ 

limy|o^';irfr5 = l 

und r,' < r, vorausgesetzt ist, kann der Grenzwert (14) nidit größer als 1 
sein; es genügt daher zu zeigen^ daß er auch nicht Meiner als 1 ist; wenn 
nun (wegen d'2 == 0) 

vorausgesetzt wird, so ist für ein bestimmtes endliches r^ 



l-a'<C-) <1 



fl + V fl + V 



und es bleibt also lim Y \ a^^ \ rf^r^ = lim )/ 1 a^^ \ r^r\ ( — j in den 

Grenzen 1 — £' und 1 ; da wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion 
s mit B beliebig klein wird^ so ergibt sich die Richtigkeit der Behaup- 
tung (14). 

Das Bestehen der Beziehung (14) besagt, daß sämtliche Punkte 
^1; ^a? wo < rj' < rj, mithin das zwischen den Geraden y = und 
y = r, gelegene Stück der Geraden x =^r^ zur Kurve q>(x, y) = zu 
rechnen ist. 

In analoger Weise ist eventuell das zwischen den Geraden x ^0 
und x = r^ gelegene Stück der Geraden y=^r^ der Kurve (p(x,y)^0 
zuzuzählen, wenn nämlich zum Punkte ic = r^, y = r^ und also zu jedem 
Punkte a; < Tj, y ^^r^ das Zahlenpaar 0, 1 gehört. 

Es ist auch denkbar, daß die ganze Kurve (p(Xyy) = lediglich aus 
der Geraden x = B^ besteht; dies ist dann der Fall, wenn für jedes « > 

imd für die durch die Bedingung , < e beschränkten a sowie für 

irgend einen endlichen Wert von r, die Beziehung gilt: 

während ^(x^, x^) nach Anschluß jener a^^ für \x^\<,Iti und jeden end- 
lichen Wert von x^ absolut konvergiert. Beispiel: 



?(^i, ^2) = B^^x, + ^(^1^ ^>)^ 



Fotenzreihen mehrerer Veränderlicher. 295 

wo CripCxi^i) ®^^® ganze transzendente Funktion von x^yX^ ist. (Dagegen 
ist nach dem Hauptsatze nicht imglich, daß die Kurve q>(x,y) = 0, ohne in 
eine Parallele zur y- Achse auszuarten, ganz im Gebiete a; > £ > verlaufe, 
da die nicht ausartenden TT-Kurven die F-Achse zur Asymptote haben.) 

Ist r^ nicht Maxinudradius und daher vom Paare (1, 0) imabhängig, 
so gibt es nur einen zu r^ assoziierten Konvergenzradius r,. Wären näm- 
lich r^yV^ und r^, r^" zusammengehörige Konvergenzradien, r^" > r^' und 
^i;V ^^^ Paare '9'i(< 1), ^^C^^) abhängig, so wäre, wenn wieder die 
Ungleichungen (7) in Kraft treten, einerseits 

/* + v 

(16) lim y I a^y | r^r^^ = 1, andererseits 

V 
/4+V fl+V ^ „ 



(17) 



Hm Y\%. I »t»-»' = Uta Vi aj rfr,^ • (^)'"'' 






> lim /f^~TW ' (?-) 



1 



-^j * ist aber größer als 1, wenn ^<^2 gewählt ist, so daß wegen (16) 
lim y I a^y I r^[r^^ > 1 ausfällt, was mit der Annahme, daß r^, r^' zusam- 

,lt -f- V SS 00 

mengehörige Konvergenzradien sind, unverträglich ist. 

Im Intervalle < rr < U^ gestattet daher die Fimktion (p{x,y) =^Q 
die eindeutige Auflösung y = ^{x), durch welche der zweite Konvergenz- 
radius als Fimktion des ersten dargestellt wird. tl)(x) nimmt, wie un- 
mittelbar ersichtlich, mit wachsendem x monoton ab; es existieren daher 
die Grenzwerte ^(r^ + 0) und V'C^i — O); um die Übereinstimmung der- 
selben mit ^(^i) und damit die Stetigkeit von ^(a;) nachzuweisen, ist es 
zweckmäßig, folgenden für den Nachweis der Differenzierbarkeit von ilf(x) 
ebenfalls nötigen 11. Hilfssatz einzufügen, der dem ersten analog ge- 
bildet ist. 

IL Hilfssatz: Ist der Punkt r^, r^ unabhängig vom Zahlenpaare 
^i; '^2? 60 gilt das gleiche für sämüiche Punkte einer gewissen Umgebung des 
Punktes r^, r^. 

Nach Voraussetzung besteht Ungleichung (8), sobald die ft, v durch 
(7) beschränkt sind, p^ und p^ soUen nun in solcher Nähe von r^ und r^ 
gedacht werden, daß erstens für p^ sowohl als für pj der Wert Null aus- 
geschlossen ist, zweitens — und — so nahe an 1 liegen, als nötig ist zum 
Bestehen folgender Ungleichung für p ^ QqI 

(18) (a)'.*.. (&)«.<! + ,, 

WO Qq und ri die gleichen Zahlen sind wie in (7), (8). 



/it + v /rj\/* + '' 
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Dieser Bedingung kann wegen der für alle in Betracht kommenden 
Exponenten gleichmäßigen Stetigkeit der Potenz in der Nähe des Wertes 1 
der Basis immer genügt werden; dann ist aber, wenn wieder die ii,v durch 
(7) beschränkt sind: 

lim Vtv IKK' = ^^ Vtv ; n' »-J (?)" ^ ' • (?)' 

(19) _M + '_ 

< lim y I a^ ,, i ri'yj (1 + v) (nach (18)) 

< 1 - i?l (nach (8)) 

Diese Ungleichung besagt im Verein mit (7), daß p^p^ von den 
Zahlen ^1,^2 unabhängig ist. 

Zusatz: Aus dem Beweise folgt sofort, daß unter den gemachten 
Voraussetzungen der Punkt jp^, p^ auch von keinem der Zahlenpaare 
^1 ± P; ^2"^ Qy ^^ Q "^ Qof abhängen kann (wie sich auch aus dem 
L Hilfssatze ergibt). 

Wäre nun 0<,r^<,R^ und ^(^i — 0) ~ ^(r^) eine von Null ver- 
schiedene und darum, wegen der Monotonie von ^(a?), eine positive Größe, 

so müßte das zu r^, r^ gehörige extreme Zahlenpaar -ö-i = 1, '9*2 = sein; 

anderenfalls lägen nämlich wegen der Stetigkeit der nicht ausartenden 
TT- Kurven Punkte r^ — £, ^(r^ — s) für beliebig kleines s oberhalb sämt- 
licher zum Punkte r^^r^ gehörigen TF-Kurven, was nach dem Hauptsatze 
unmöglich ist. Durch das zugehörige Zahlenpaar 1, ist aber r^ als 
Maximalradius jB^ charakterisiert. 

Ähnlich ergibt sich tl;(r^ -f 0) = ^(r^), wenn < r^ < jB^ ist. Wäre 
nämlich ^(r^ -f 0) < t(fi)) so müßten zu Punkten r + s, ^(^1 + ^) Zahlen 
d'i gehören, deren oberer Limes für £ == von 1 nicht verschieden sein 
könnte, weil sonst der Punkt r^, r^ oberhalb von zu Punkten r^ + s, 
^(fi + ^) gehörigen TF-Eurven zu liegen käme. Aber aus der Annahme, 
daß jener obere Limes gleich 1 sei, würde auf Grund des H. Hilfssatzes 
folgen, daß zum Punkte r^yT^ selber das Paar (1,0) gehörte, daß also r^ 
Maximalradius wäre. 

Genau so zeigt man, daß der erste Konvergenzradius eine stetige 
Funktion des zweiten ist, solange dieser < jßg bleibt. 

Um nunmehr die Differenzierbarheit der Funktion t/ = i^(a;) in dem 
eingangs bezeichneten Umfange nachzuweisen, bezeichne man den Wert 
irgend eines und jedes beliebigen der zum Punkte x, y gehörigen Zahlen- 
paare ^iy^2 '^ seiner Abhängigkeit von diesem Punkte mit %'i{x)y ^^(p^) 
und die eindeutig definierten Maximal- und Minimalwerte der eventuell 

unendlich vieldeutigen Funktionen ^t{x)fd'2(x) mit '^•^(a?), ^i(x)y d'2{x), 
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^iix), so ergibt sich, daß jede Häufungsstelle von Werten ^^(a; + a), 

wenn s der NuU zustrebt, einen Wert ^i{x) liefert; die gegenteilig^ An- 
nahme würde nämlich sofort einen Widerspruch mit dem Zusätze zu dem 
ü. Hilfssatze ergeben; es ist also insbesondere 

d-^ (x) ^ lim d^^ (x ± s) ^ d'^ (xj und auch 
(20) *=' 

Diese Beziehung genügt für das unmittelbar Folgende; eine präzisere 
wird später abgeleitet werden. 

Ich zeige nun, daß die Kurve (p{x,y) = m jedem Punkte x,y von 
den beiden zugehörigen extremen W-Kurven berührt wird; d. h. es ist 

^ ^ • \dx)+ ^^{x) 'X^ \dx)- 9'^{x)'X 

Demnach fallen diese Tangenten dann und nur dann zusammen, wenn 
zum Punkte (a?, y) nur ein Zahlenpaar %'^y d^^ gehört. 

^^* (5^) ^^*^ \d) ^®^^®^; ^^® üblich, der obere und untere vor- 
dere Differentialquotient' bezeichnet; dann gilt jedenfeUs, da ja nach dem 
Hauptsatze oberhalb jeder zu {x, y) gehöriger TT-Kurve keine Punkte von 
€p{x, y) ~ liegen dürfen: 



/OON (äy\ ^ /dy\ ^ —»^(x)'y 

^ ^ \dx)+^\dx)+= e^'X '■■ 

und es ist zu zeigen, daß für einen beliebigen Punkt x = r^, y = r^ hier 
überall das Gleichheitszeichen gilt, daß also die Annahme 



dy\ . — -»"iCrJ-rg 



\dx) + ^ 



x = ri 



auf einen Widerspruch führt. Der Fall ^^ = 1, d'^ ^ 0, r^ = R^ kann 

von vornherein als erledigt gelten; denn dann ist den drei in (22) auf- 
tretenden Größen der Wert — 00 beizulegen; es ist also im folgenden 
überall d'2 > 0, r^ < iJj zu denken. Dann würde aber die Annahme 



(^\ < -f i.(:''ii !•* 



^&}) ' r. 



x = ri 



besagen, daß es auf der Kurve 9(0;, y) = unendlich viele Punkte 
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(7\ + f , rj — fi • a(e)) gibt, für welche die positive Zahl b der Null zu- 
strebt, während stets 

bleibt. Dabei muB wegen der bewiesenen Stetigkeit der Kurve y =f« ^(^) 
an der Stelle r^, r^: 

(24) lim£.a(«) = 

sein. Nun kann nach dem Hauptsatze der Punkt r^,r^ nicht oberhalb 
einer Kurve a:^»(''» + *) • j/^»^ + «) = (r^ + «)^»(''» + *) (rg — « • a(€))^*('*» + *) liegen ; 
es ist also 

(^1 + ^)^*<'"' + *> • (rg - £ . a(f))^'»(''» + ') ^ rf» (»"^ + *) rf*^'-» + *) oder 

(25) /, . fi\^i ('•! + «) 



/i 4- i_'\^*^'*' "^ '^ /i _ * * a(g)\-^»(^i ■** *^ > 1 



oder wenn man die beiden Faktoren nach der binomischen Reihe ent- 
wickelt: 

(26) !ML±f) ^ ^'«(^)-».(n + ^) + |-,2j + |;(, . ^(,))2j ^ 0. 



»•i 



Die mit [£^ imd [(£ • a(f))*] bezeichneten Restglieder können wegen 
der für alle in Betracht kommenden (beliebig kleinen) Werte von s gleich- 
mäßigen Konvergenz der binomischen Reihe auf das Vorzeichen der linken 
Seite von (26) nur dann einen Einfluß haben, wenn 

lim / ^i(n+0 _ a{^)^,irt + B)\ _ ^^ 

ist; anderenfalls besagt (26), daß für b <,e: 

*-^i (n + g) g • «(g)'»» (^1 + ^) > 

ist, wobei die linke Seite noch durch die positive Zahl b dividiert werden 
darf; es ist also in jedem Falle 

(27) li^ ^1 (^1 + ^) _ «(g)'»8(n+g) > Q 

und wegen (20) um so mehr 

(28) iim^--Ai^^^O, 

«=0 M '^» 

d.h. _ 

(29) lJä«(6)^^S^, 

was in Widerspruch steht mit (23). 



n 
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Damit ist bewiesen, daß für jeden Punkt Xy y der Kurve q>{x, y) =* 



(31) (ly) ^^m- 

^ ^ \dxj- ^ja.). 



ist; genau so zeigt man^ was übrigens auch aus (30) direkt durch Ver- 
tauschen der Buchstaben x und y folgt^ daß 

X 

ist. 

Um weitere Schlüsse über die Funktionen ^^{x) und ^^ix) und da- 
mit über die Tangenten von q){Xj y) = zu ziehen, beachte man den 
folgenden 

IIL Hilfssatz: Sind x\ y und x\ y" irgend zwei Pumkte von 
ip{Xy y) •= ^md ist x''> x\ also y" ^y, ist ferner d'^, ^^ i^9^^ ^i^ ^ww 
Punkte Xy y und ^^\ ^^" irgend ein zum Punkte x'\ y" gehöriges Zahlenpaar ^ so ist 

(32) K>:^i, also V^V 
Nach dem Hauptsatze muß nämlich gleichzeitig 

(33) a:"^-y"^«'^a;'^»'.y'^»' 
und 

(34) x'^^"'y^^'^x'^^"'y"^^" 

sein. Durch Division der linken Seite von (33) durch die rechte von (34) 
und der rechten Seite von (33) durch die linke von (34) ergibt sich: 

(35) x"^^'" ^«" • y"^«'- ^«" ^ x'^^- ^»" • y'^*'- ^»" . 

Setzt man -Ö-j'— ^^' ^ f, somit O^'— %'^' = — i, so wird aus (35): 

Da nach Voraussetzung — > 1, dagegen ^ ^ 1 ist, so ist (36) nur mög- 

X y 

lieh, wenn g negativ oder Null ist, d. h. wenn, wie behauptet, ^i'^ ^i ist. 

Die Funktion d'^(x) nimmt also von einem Minimalwerte ^ bis zu 
einem Maximdlwerte ^ 1 monoton zu. 

Nun lasse man x'' sich dem x' unbegrenzt nähern*, dann erhält man 

d'i(x + 0) ^ -ö*! (x) und insbesondere d'i(x + 0) ^ '^i(^) 5 durch den Zusatz 
zu Hilfsatz n ist aber hier das Zeichen > ausgeschlossen, so daß sich 
ergibt: 

^^{x + 0) = ^^(x) , ^2 (ic + 0) = -a-g (x) und zugleich 
(37) zziz: 

^^(x - 0) =» d'^jx) , ^^(x - 0) ^ f^^(x) . 

Auf die Differentialquotienten i^j und (~\ angewandt, besagen 
diese Sätze folgendes: 



rf f X.. * * • 



■* W 



« 



J 1* * ^ 



300 G. Fabeb, 

An jeder Vieldeutigkeits- und mithin Unstetigkeitssteile von ^^ipo) 
sind die beiden Differentialquotienten voneinander verschieden; dagegen 

ist stets 

/ (?tfr(a; — 0)\ ^ /dMpc—j^ ^ /dy\ 
/Qo\ \ dx )+ \ dx )^^\dx/^ 

\ dx )+ \ dx J- \dx)+ ' 

Der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten von ^i{x) ist ^ 1 ; daraus folgt, 
daß auch der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten eines der beiden Differen- 
tialquotienten in jedem endlichen Intervalle {Xj x') ein endlicher ist; da- 
gegen kann derselbe mit wachsendem x' jede endliche Grenze überschreiten, 
da dann das in den Nennern von (21) befindliche %'^ (x) möglicherweise 
der Null zustrebt. 

Weil nach Hilfssatz III : ~ ^^ ,1 = — l^) mit wachsendem x ab- 

fsW y \dx/+ 

nimmt, so hat man für jedes Ä > : 

/oöx x + h / drp{x + h) \ oc_ / d^(x) \ ^^ 

\y^) tp{x+h) ' \ dx /+ .'^{x) ' \ dx )+= ' 

oder auch 

r^Q'^ JL / ^ + ^ / d^tl^jx + h^ x_ / drl)(x + h) \ \ 

^''''^ h\il){x+h)\ dx /+ t(a;)V dx /+/"*" 

, i./_5_ ( d'tl^(iio + h) \ X / dtft(a?) \ \^^ 

'^h\'ip{x)'\ dx /+ il)(x)\ dx IJ^ 

und für lim Ä = (mit Benutzung von (38): (^^^^ + ^) == (^) ) : 



\dx/^ \dx/+ y Ä=o h = ^ 



endlich, wenn man für fi^ l dx K l ^o^ >^ j^„^^^ /^\ 

^ Ä=o Ä \dx*/^ 

schreibt: 

(41) m <^m -^m . 

^ ^ \dxy + =^ y \dx) ^ X \dxl -\- 

Dieset' Differentialungleichung genügen also sämflicJie Kurvest assoziierter 
Ko^nvergenzradien und zwar, wegen der monotonen Abnahme vony = ^(rr), 

mit nirgends positivem (y^j ; doch ist es nicht nötig, die Bedingung 

\d) ^ eigens hinzuzunehmen; es wird sich nämlich später ergeben, 

daß diese Ungleichung, wenn sie als Anfangsbedingung für einen Punkt 
x'j y' erfüllt ist, für alle Punkte x'\ y\ wo x' > x ist, vermöge (41) von 
selber besteht. 



^ «• • ^» ■> * • 
y * * • • • 
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Auf Ghrund dessen, daß (41) eine notwendige Bedingung für die 
Kurven (p(x,y)^0 ist, erkennt man, daß unzählig viele monoton ab- 
nehmende, stetige und differenzierbare, ja durchweg analytische Kurven 
unmöglich die gegenswtige Abhängigkeit zweier Konvergenzradien dar- 
stellen können. ^ 

Beispiel: Für die Funktion y^c***— 1, wo a und n beliebige po- 
sitive Zahlen bedeuten sollen, erhält man: 



dx^ y \dx) X dx 



y 

a 2a a 



\a^n^ + an{n+l)x'''\ 



und hieraus, indem man nach einigen Vereinfachungen statt des für alle 



»a:» 



x>0 positven Ausdrucks -— ^- kurz Je schreibt: 



(ß'~l)x- 



+ 2 



a 



während diese rechte Seite für Kurven zusammengehöriger Konvergenz- 
radien nach (41) stets ^ ausfällt. Ein noch einfacheres Beispiel ist 

•^ x x^ 

Im Grunde ist die Differentiälungleichung (41) nichts anderes als 
eine durch den Beweis der Stetigkeit und Differenzierbarkeit vervollstän- 
digte Umschreibung des Hauptsatzes; ich zeige nämlich, daß irgend eine 
mit den als notwendig erkannten Stetigkeitseigenschaften ausgestattete 
Kurve 0(n?, j/) = 0, welche Lösung von (41) ist, unterhalb jeder sie in 
irgend einem Punkte berührenden IF- Kurve verläuft (oder mit dieser 
TF- Kurve ganz oder stückweise zusammenfällt), ferner, daß diese Eigen- 
schaft der Kurven <t>(^, y) = auch hinreichend ist, um die 0(a:, 3/) = 
als Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien zu kennzeichnen, so daß 
also auch durch die zunächst nur als notwendig bestehend erkannte Differential- 
imgleiching (41) die betreffenden Kurven vollkommen charakterisiert sind. 
(Deshalb ist auch die genau wie (41) abzuleitende Differentialungleichung, 
in der nur die vorwärts genommenen Differentialquotienten durch die 
rückwärts genommenen zu ersetzen sind, eine Folge von (41).) 

Es sei also nun eine im Gebiete < a; < iJ^ stetige, mit nach rechts 

stetigen vorwärts genommenen Differentialquotienten (^) versehene und 
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der Differentialnngleichung (41) genügende Kurve <|)(ir, y) = oder y = ^(x) 
vorgelegt; es soll gezeigt werden^ daß diese Kurve nirgends oberhalb einer 
W- Kurve verläuft, mit der sie einen Punkt {Xy y) und den zugehörigen 

Differentialquotienten \~\ gemein hat. 

Zu diesem Zwecke ist vor allem aus der nach Voraussetzung für 
y » ^{x) bestehenden Differentialungleichung (41) oder aus der damit 
gleichwertigen Ungleichung (40), indem man die p. 300 gemachten Schlüsse 
rückwärts verfolgt, die Ungleichung (39) abzuleiten für 

0<x<x-\-h<R^ — }k:<R^ 

(überall ist dabei ^ durch V ersetzt zu denken). Ist s eine gegebene 
positive Zahl, so folgt aus (40) unmittelbar nur die folgende Ungleichung: 

^^-^ V W(S+«) '\ d^' 7+ V(£) \ di 1+) "^ 

1 / s / dy(S+«) \ _ s (dm\ \^, 

"^ « W(S)V d^ /+ V(|")l rfg 7+/^*' 
oder 

für jerfew Wert § des Intervalls < 5 < i^i ■— ä' und für solche Werte «, 
die kleiner bleiben als eine bestimmte Zahl a^- Es läßt sich dann nach 
dem bekannten Verfahren, durch welches man auch aus der Stetigkeit 
einer Funktion in jedem Punkte eines Intervalls die gleichmäßige Stetig- 
keit derselben in dem Intervalle erschließt, zeigen, daß die Werte a^ für 
alle oben genannten | über einer endlichen Grenze ä bleiben. Teilt man 
daher das Intervall von x his x + h in n gleiche Teilintervalle: 

xx^y x^x^, • . ., x^^^x^ {x^^x + h), 

h , ' . — . 

von der Art, daß die Ausdehnung - jedes dieser Intervalle < a ist, so 

gelten die Ungleichungen: 

^(ajj ' \ dx )+ VCaj) ' \ dx )^ -TT 
^ ^ V(a;,) ■ V dx^ /+ V(a:0 \ dx, /+ = 



^; 



n 



^y 



^~{x„) ' \ dx„ ;+ V(aJ„_i) V dx„^^ /+ =^ n 
durch deren Addition man findet: 



£, 



(45) ^^^-f^^^^^) -^A^) <A-^. 

^ ^ ^{x-j-h) \ dx /+ r{x) \ dx /+= ' 
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lind da diese Schlüsse für jedes positive € gelten: 

^^^^ ^(x+h) \ dx J+ W{x) \ dx }+-■' 

Damit ist bewiesen, daß — \^] monoton abnimmt, wenn y eine Lösung 

der DifiFerentialungleichung (41) ist; ist also der Differentialqnotient \~\ 

für x^ x' negativ, so bleibt er es auch für größere Werte von x^ und 
die Funktion y=V(ir) nimmt von dem bezeichneten Punkte an mo- 
noton ab. 

Nun definiere man die Funktionen h^^ und ^^{po) durch die folgen- 
den Gleichungen: 

(4^) . ^) 7©.= -S' b)^,(.)=l-^); 

im Punkte x\y wird dann die Kurve y = V(a;) von der TF- Kurve 



a;^(*')y^(*:) = x'^^{x')y'^r^ 



berührt- Nach dem soeben Bewiesenen nimmt ^'^{x) monoton zu, ^^{x) 

monoton ab; ist daher x\y" ein von x'^y verschiedener Punkt der Kurve 
y^^{x) und etwa x">x\ so erhält man aus (47a) durch Integration 
zwischen den Grenzen {x,y) und {x\y"): 



x" 

y =^ ». (ig )^ X 



^48) 

dx 



/dy^ »^{x') Cdx 
y ^ _^i^)e/ ^ 



und nach Ausführung der Integration und leicht ersichtlicher Umformung 



x"^i (*') . i/"M^ < x'^r {'') . W»^i^ sowie 
C49) ^ ^ y 

d. h. von den beiden beliebigen Punkten {x\ y) und (x\ y') liegt, wie zu 
beweisen war, keiner oberhalb der im andern Punkte die Kurve y = V(a;) 
berührenden TT- Kurve. 

Schließlich ist jetzt noch zu zeigen, daß es unendlich viele Potenz- 
reihen 5ß(a?i, x^) gibt, für welche die vorgelegte Kurve 0(ir, y) = oder 
y = V(a;) die gegenseitige AbhängigJceit der beiden Konvergenzradien da/r- 
stellty sofern nur y = V(a;) die folgenden für die mit y = ^(o;) bezeichnetest 
Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien als notwendig erlcannten Eigen- 
schaften besitzt: 
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y «= V(ic) ist positiv, stetig und monoton abnehmend im Gebiete 
<ix <, Uly besitzt daselbst überall eine nach vorwärts genommene Tan- 
gente und verläuft nirgends oberhalb irgend einer TF- Kurve, mit der 
y = ^(x) einen Punkt samt vorwärts genommener Tangente gemein hat. 
An Stelle der letzteren Eigenschaft kann auch die Erfüllung der Differen- 
tialungleichung (41) verlangt werden. Ist für x ^ R^ die Stetigkeit unter- 
brochen, so ist die Kurve <t>(a;, f/) = bis zur X-Achse durch die Gerade 
X ^ B^ fortgesetzt zu denken. 

Der einfachste sich dem folgenden nicht ganz einfügende Spezialfall, 
in welchem die Kurve c|)(a;, y)==0 eine W^- Kurve x^^-y^^^c ist, möge 
vorausbehandelt werden; man denke sich dann die Zahlen ^u^^y ^^ ^^^ 
nun selber rational sind oder nicht, als Grenzwerte von Folgen rationaler 
Zahlen mit wachsenden Nennern: 

(50) ^i-lim -^, ^^^\im -^ 

(wo /i und V ganze Zahlen sind) und setze öt =0, wenn ^n -\- v nicht 

als Nenner in (50) auftritt^ sonst aber cbf^y^^rpvy wo c die Konstante der 

vorgelegten TF- Kurve ist. Wenn dann a; = r^, y =^ r^ irgend ein Punkt 
der letzteren ist, so ist auch r^, r^ ein Paar assoziierter Konvergenzradien 

OD 

der Potenzreihe ^ (^i^ ^g) — xt' ^ ^n v^^ ^^ ? ®^ existiert nämlich der eigent- 



liehe Grenzwert: 



/"+»' 



(51) lim'ya,„ri'r,'=-f lim ^n^' 

. lim-^'- lim-- 



^ • r^ *"^' • >*2 ''^' (wegen der Stetigkeit der 

Exponentialfunktion) 

c 



= 1, 



wodurch r^, r^ als Paai- zusammengehöriger Konvergenzradien der Potenz- 
reihe ^{x^,x^) charakterisiert ist. 

Zur Vorbereitung des Beweises für den allgemeinen Fall denke man 
sich die rationalen Zahlen zwischen Null und R^ (mit Ausschluß dieser 
Grenzen) nach einem beliebigen Abzählungsverfahren in eine Reihe: 
^i?^2?^8>--- gebracht und jeder Zahl x^ durch y^^^(x) eine Zahl y- 

sowie durch (- ^-|) ^-^TT^ ^('■> = 1 - ^^"^ ein Zahlenpaar df, &^^ 



X — Xf 



zugeordnet. Die obere Grenze aller d'^p werde mit #i, die untere mit ^^ 



li + V 
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bezeichnet; da die Annahme, daß y = ^{x) eine TF- Kurve ist, schon er- 
ledigt ist, darf d'^ kleiner als ^^ gedacht werden; es ist also 

< 'd'i < Ö^i < 1 und analosr 

(52) =j, j= e 

Das Zahlenpaar d^^,d^^^ gehört außer zum Punkte x^^x^, V^Vx 
möglicherweise noch zu mehreren oder unendlich vielen anderen Punkten 
^k7 Vk^ ^uViV""'! ^®ii diesen Punkten werden in einer ^, i/- Ebene die- 
jenigen Gitterpunkte zugeordnet, deren (ganzzahlige) Koordinaten ft, v den 
folgenden Ungleichungen genügen: 

(53) ^l'^--T-!<-i-; !^^')--f-< 

mit der folgenden (zum Teil nur durch die Anordnung des Beweises 
bedingten) Beschrankung: 

Wenn ^^^ in der durch die Ungleichung 

(54) ^(/) - «^1 < £ 

vorgeschriebenen Nähe von -^^ liegt, wo a > 0, aber < .*__ =i anzunehmen 

ist, soll %^^^— ^ außerdem positiv oder Null sein, so daß (53) über- 
geht in 

(55) o<^,i)- 'f -<--l_; 0<--;r — ^i)<-4-; 

entsprechend soll, wenn 0-}^^ der Ungleichung 

(56) ^^-%^)<e 
genügt, 

(57) 0<-^--^,i)<-i ; 0<^^) ~<-^ 

sein. 

Daß jedenfalls der Zahl ^^^ unendlich viele 6itterpunkte zugeordnet 
werden, ist klar; wenn man ^ -f- v auf die Nenner der Kettenbruchent- 

wicklung von %'^^^ beschränkt, kann man — p- auf den rechten Seiten von 

(53), (55), (57) sogar durch y^r~\i ersetzen. 

Die gemachte Festsetzung läßt sich — abgesehen von einem unwesent- 
lichen Unterschiede — auch so formulieren: Auf den Geraden ft + »' = l; 
ft + 1/ = 2, • • • werden jedesmal diejenigen Gitterpunkte der Zahl -9^^^ zu- 
geordnet, die von der Geraden -ö^^^ft — ^^'^v == die geringste Entfernung 
haben, wozu unter gewissen Voraussetzungen [(54), (56)] noch die Be- 
dingung kommt, daß die zu wählenden Gitterpunkte nicht links bezw. 
rechts der angegebenen Geraden liegen. 

•20 
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Die der Zahl ^^^ zugeordneten unendlich vielen Gitterpunkte lassen 
sich nun (in im übrigen noch beliebiger Weise) so auf die Punkte 
^ly ^kj ^17 '''f ^^^ ^^® -9-(i) = ^(*) = -9<0 ist, verteilen, daß jedem dieser 
Punkte, z. B. x^, noch unendlich viele Gitterpunkte |Lt^,, v^ zugeordnet sind; 
jetzt bilde man die Größen a^^^ mit diesen /i^, Vj^ als Indizes und setze 

Befindet sich der Punkt x^ nicht unter den x^^Xj,-", ist demselben 
also ein Zahlenpaar ^^\^t^^ zugeordnet, das von ^^\d^^^ verschieden ist, 
so lassen sich ihm von den noch nicht benutzten /k, v unendlich viele 
durch analoge Ungleichungen wie (53) bezw. (55), (57) zuweisen. 

Der Fortgang des Verfahrens ist klar; jeder rationalen Zahl x^ zwi- 
schen 0-und J?! sind unendlich viele Koeffizienten 

zugeordnet, deren Indizes ^,, v^ die Ungleichungen 

(60) j^(.)__^<_^5 ^) ^_ <._A__ 

befriedigen, die im Falle: -O-J*)— ^i<£ durch 

(61) 0<^(')--^- <— I— ; 0<-^-^')<-4-- 
und im Falle: ^j^—^(^<€ durch 

(62) 0<-^ _^w<_^; 0<^')-- -">--< -4— 

ZU ersetzen sind. 

Ist der Gitterpunkt /k, i/ keiner der rationalen Zahlen x. zugeordnet, 
so werde a^^^=0 gesetzt. 

Dies vorausgeschickt, bilde ich die Potenzreihe 

00 

(63) ^(^,a;j)=2.a^,a^a;J 



und behaupte, daß die vorgelegte Kurve <t>(a?, J/) == Kurve der zusammen- 
gehörigen Konvergenzradien für diese Reihe ist; nur wenn 0(a;, y)=0 
teilweise aus der Geraden x=^JR^ besteht, ist zu der rechten Seite von (63) 

noch die Reihe ^^(-^) = lä-z: — oder irgend eine andere Potenzreihe 



von iTj mit dem Konvergenzradius R^ zu addieren. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von y — V(ic) und wegen der 
bewiesenen Stetigkeit von y == il;(x) ist jede dör beiden Kurven durch 
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unendlich viele Punkte x,yy deren a?- Koordinaten eine überall dichte 
Menge bilden, völlig bestimmt; es genügt daher die Übereinstimmung der 
beiden für die zuvor benutzten Punkte a?,., y^ (wo die x^ rational sind) 
nachzuweisen. 

_x^, y^ sind aber zusammengehörige Konvergenzradien, wenn 

(64) m''*\^\a^,\x^yr = l 

ist. 

Für unendlich viele Indizes ^, v ist a.^^ = u v ; also V\%'v\^yi == 1> 
daher bleibt nur zu zeigen, daß der obere Limes (64) mckt größer als 1 
ist. Es ist aber, wenn man aus (59) a durch— ü—it; wobei s jede ganze 
Zahl sein kann, ersetzt und auf Grund von (60) bezw. (61), (62) 
^(*) + -ifL'L. ^.) _ J^ an SteUe von — 'f—, -4- schreibt, wo £,, eine 
positive oder negative Zahl mit einem absoluten Betrage < 1 ist: 

UV 



(65) ■•i^;:;«.= (|)-.(ft) 



V »' V •' 



Das Produkt der ersten beiden Faktoren bleibt stets < 1, da nach 
Voraussetzung der Punkt ic^, y^ nicht oberhalb der TT- Kurve 

x^^ . y^« = a:;i • yp 

liegen darf. Solange jede der Zahlen a?,, y, größer als Null und unter 
einer endlichen Schranke bleibt, strebt das Produkt der beiden letzten 

Faktoren, weil lim ^ = ist, der Zahl 1 zu; es bleibt nur die Frage 

nach dem Verhalten dieser Faktoren offen für solche Zahlen o:^, y„ die 
für lim ft + 1/ = oo den Grenzwert oder <x> besitzen. Da aber nach dem 
p. 295 Bemerkten da^ Unendlichwerden einer Koordinate das Verschwinde^ 
der anderen nach sich zieht, so sind nur mehr die beiden Möglichkeiten 
lim iC/= und lim y, = ins Auge zu fassen und wegen der vollkom- 

menen Symmetrie in den beiden Variabein genügt es, die beiden letzten 
Faktoren von (65) für solche Werte von x^ weiter zu betrachten, die 
kleiner als x^ sind und der Null zustreben. Dann ist auch y, ^ y. und also 

(66) ^.^>1. 

Zu den hier allein in Betracht kommenden hinreichend kleinen Werten 
von x^ gehören Zahlenpaare %^*\ d^^\ die den Ungleichungen genügen: 

(67). ^(•)~gi<fi; ^2-#(')<5. 

20* 
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(denn lim d^^^^d-i wegen der bewiesenen monotonen Zunahme von d-^Qx!) 

»Vgl. p. 299). Die zugehörigen Zahlen e^^ sind daher wegen (62) durch- 
weg negativ oder Null und das Produkt der beiden letzten Faktoren auf 

der rechten Seite von (66): [ ' • ^] ist immer kleiner als 1, höchstens 

gleich 1 (vgl. (66)). 

Die Identität der Kurven <t>(ir, ^)«0, die stetige und nach vor- 
wärts stetig diflPerenzierbare Lösungen der Dilierentialungleichung (41) 
sind, mit den Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien 9 (x, y) = 
ist damit bewiesen. 

§2- 

Die folgenden sich auf den Fall von n Variabein beziehenden, aber 
nur für w = 3 ausgesprochenen Resultate werden, soweit sie sich auf 
gleiche Weise wie im Falle n = 2 beweisen lassen, ohne Beweis ange- 
geben; auch wird von geometrischen Vorstellungen ausgiebiger Gebrauch 
gemacht, doch nur von solchen, die sich ohne Schwierigkeit in die Sprache 
der Analysis übersetzen lassen, wenn auch diese Übertragung nicht immer 
bis ins einzelne durchgeführt wird. 

Ist eine Potenzreihe dreier Veränderlicher 



QO 



(1) "^{oC^jX^, X^)=^^ir(!a^,r^X^XlXl 



vorgelegt, so sind zusammengehörige Konvergenzradien r^, r^, r^ durch 
die Beziehung 

(2). W^'^l«,, IrfrJrS» 1 

charakterisiert. Die Gesamtheit der Punkte x == r^, y^^r^, ^ = ^3 möge 
als Fläche (p(x,y,£i)^0 oder js = ilj(x,y) bezeichnet werden; zu jedem 
Punkte P = (*'ij*'2)^8) derselben werden analog wie p. 291 die zugehörigen 
Zahlen -ö*!, O-g, -^3 definiert, zwischen denen die Identität 

(3) ^^+^^ + ^3=1 

besteht, und die ^T- Flächen x^'y^^0^*=- rprpr^* gebildet; der Punkt P 

heißt dann von jedem der zugehörigen Zahlentripel abhängig. Es empfiehlt 

sich d'^y ^2? -9*3 als homogene Dreieckskoordinaten zu deuten und zwar als 

nach dem Innern des Dreiecks positiv gerechnete Abstände von den Seiten 

21/3 
eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlänge — ^ — Für die vorliegende 

Untersuchung kommen nur positive Werte von -O-^, d^^, ^g in Betracht; die 
Punkte mit diesen Koordinaten erfüllen nach den gemachten Festsetzungen 
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das Innere und die Begrenzung des Koordinatendreiecks. Auf die Ab- 
leitung der vielen projektiven Eigenschaften der TT- Flächen, die sich aus 
dieser Darstellung ergeben, gehe ich nicht ein, da dieselben den Zielen 
dieser Arbeit zu fem liegen und zum größten Teil bekannt sein dürften. 
Die zu einem Punkte r^, rg, r^ gehörigen ZaMentripd bilden eine end- 
liche oder eine abgeschlossen unendliclie Punktmenge y was man genau so 
erschließt, wie p. 293 geschehen (I. Hilfssatz). 

Auch gilt in gleicher Weise wie bei zwei Veränderlichen der Satz 
(IL Hilfssatz): 

Gehört das Tripel -d*!, '9'2, ^s nickt zum Punkte **i, ^2, ^3, so ist auch 
eine gewisse Umgebung dieses Punktes von O-^, O-g, #3 unabhängig. 

Schließlich besteht auch jetzt wieder der Hauptsatz: 

Kein Punkt von q>(x, y, -8?) = kann oberhalb irgend einer m eifiem 
anderen Punkt gehörigen W-Fläche liegen. 

Aus dem Bisherigen folgt dann, daß in der Umgebung irgend eines 
Punktes r^, rg, r^ jeder der drei Konvergenzradien eine stetige Funktion der 
beiden anderen ist, wenn nur keine Koordinate der zu r^, rg, ^3 gehörigen 
Punkte -ö*!, d'2, '9'3 den Wert Null hat, d. h. wenn kein zu r^, r^, r^ gehöriger 
Punkt d-^j d'2f ^s *^f ^^^ Begrenzung des Koordinatendreiecks liegt. Ist 
dagegen beispielsweise -^s == (d"^ + d'2=^l\so liegt die vom Punkt r^, r^y r^ 
auf die a; 3/ -Ebene gefällte Senkrechte bis zu ihrem Schnittpunkt mit 
dieser Ebene ganz auf der Fläche (p(Xyy, 2) ^ 0*^ ist auch noch -O-g^O 
(ß'i^ ly^if^^y^s ®i^ Eckpunkt des Koordinatendreiecks), so gehört der 
Fläche der zusammengehörigen Konvergehzradien das ganze in der Ebene. 
X = r^ gelegene von den Schnittgeraden mit den Ebenen y = 0, j/ = rg, 
;2f = 0, ^ = rg begrenzte Rechteck an. 

Während die Übertragung der Stetigkeitseigenschaften der Kurven 
(p{Xy y) == eine fast unmittelbare war, findet das gleiche bei den Tan- 
gentialeigenschaften nicht mehr statt. Die Fortschreitungsrichtungen von 
einem Punkte der Kurve (p{Xj y) = aus wurden durch die beiden zu- 
gehörigen extremen, d. h. mit den Maximal- und Minimalwerten von O-^, -ö-g 
gebildeten W- Kurven angezeigt. Wenn also nunmehr zu einem Punkte P 
der Fläche q)(x,y,0) = O mehr als eine TT- Fläche gehört, so handelt es 
sich um die Frage: Welche von diesen W- Flächen sind als extreme zu 
bezeichnen ? 

Gehört zum Punkte P nur ein Zahlentripel ^i,^2j^Z9 ^^ leuchtet 
auf Grund ähnlicher Schlüsse, wie sie p. 297 ff. gemacht wurden, ein, daß 
die Fläche q>(^x, y, ^) = im Punkte r^, r^, r^ die nämliche Tangentialebene 
besitzt wie die }F- Fläche: 

(4) x^^ ' y^2 • z^* = rfi • r^» • rf». 
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nämlich die Ebene 



Dieser durch r^, r^, r^ gehenden Ebene soll ebenso gut wie der 
TT- Fläche (4) in der '&•- Ebene der Punkt d'^, ^^y ^2 zugeordnet werden; 
ebenso werde jede andere den Punkt P enthaltende Ebene durch Ver- 
mittelung der TF- Fläche, deren Tangentialebene sie ist, durch einen Punkt 
der '9'-Ebene repräsentiert. Diese gegenseitige Zuordnung ist eine projek- 
tive; einer Punktreihe der ^-Ebene entspricht ein dazu projektives Ebenen- 
büschel, dessen Achse durch den Punkt r^, rg, r^ hindurchgeht. Den in 
der vorliegenden Untersuchung allein eine Rolle spielenden Punkten im 
Innern des Koordinatendreiecks entsprechen solche Ebenen, welche die 
X'y y- und ^-Achse in Punkten mit nur positiven Koordinaten schneiden. 

Gehören zum Punkte r^, r^, r^ zwei W^- Flächen, so hat die Fläche 
q){x, y, isr) = in P eine Kante und wird von den beiden TF- Flächen be- 
rührt. Die letzteren durchsetzen einander längs einer sich ins Unendliche 
erstreckenden Kurve, und es kann von jeder der beiden }F- Flächen das 
Stück als nicht existierend betrachtet werden, das ganz oberhalb der 
anderen verläuft. 

Durch die gemeinsame Schnittkurve der zwei TT- Flächen 

/_v ä(i) 0.(1) 0.(1) 0.(1) od) od) 

(6) x^^ ' y^« • ;Sf^» = rp • rf* • rf » 
und 

.„\ 9.<2) 0(2) o.(f) 0(8) o(S) o(«) 

(7) x^^ • y^« • 0^^ =» rp • rp • rp 

gehen noch unzählig viele andere TT- Flächen, deren Exponenten d'f\ df\ df^ 
bestimmt sind durch 

(8) 9f)=?£!±^ (i=l,2,3;-«><i< + oo). 

Man zeigt dies, indem man die Gleichung (6) in die Potenz mit dem 

Exponenten ^1^1^ ^^^ Gleichung (7) in die Potenz mit dem Exponenten 

-— r-r erhebt und dann die beiden Gleichungen multipliziert. 

Die durch (8) definierten Punkte df\ df\ df) erfüllen die durch 
^\ ^2\ ^^ ^^^ ^x\ ^f\ ^^^ gehende Gerade; den Schnittpunkten der 
letzteren mit den Seiten des Koordinatendreiecks entsprechen in Zylinder 
ausartende }F-Flächen, deren senkrechte ebene Schnitte TF-Kurven sind. 
Eine dritte zum Punkte r^, rg, ^3 gehörige TF- Fläche, deren repräsentie- 
render Punkt auf der endlichen Strecke zwischen d^^\ d^^), -Ö*^^) und 
^!p, ^^\ df^ liegt, verläuft auch stets (von der gemeinsamen Schnittkurve 
abgesehen) zwischen den TF- Flächen (6) und (7), d. h. oberhalb der einen 
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und unterhalb der anderen, wie aus der Stetigkeit der benutzten projek- 
tiven Beziehung folgt, kann also Iceine extreme sein. 

Es ist daher erlaubt , ohne daß die extremefi W-Flädien des Punktes 
r^y r^, rg verändert würden, dem letztereti^ außer den ohnehin mgehörigen 
Tripeln d"^, -ö-g, d^^ auch alle jene Punkte der Q'-Ebene zuzuordneriy die 
durch geradlinige Verbindung zweier von vornherein zugehöriger oder schon 
neu zugeordneter Punkte entstehen, (Im Falle zweier Variabler findet dies 
sein Analogon darin, daß als zum Pimkte r^, r^ gehörig alle zwischen 
#1(^1), %'iir^ und '9*1 (r^), ^'^(r^ gelegenen Wertepaare betrachtet werden 
dürfen.) 

Gehören z. B. zum Punkte r^,r^,r^ drei Punkte: -^i^^'Ö'^^^^g'^; ^f\^f,^^^', 
^T? ^i\ ^i\ welche ein Dreieck bilden, so sind zuerst die Seiten dieses 
Dreiecks, sodann aber auch alle inneren Punkte hinzuzunehmen. 

Um nun den allgemeinen Fall ins Auge zu fassen, denke ich mir 
die Menge der zu rj,r2,r8 gehörigen Punkte -ö*!, -^j, #3 (die zunächst 
irgend eine abgeschlossene Menge sein kann) auf die bezeichnete Weise 
ergänzt und die so erhaltene perfekt zusammenhängende Menge mit M 
bezeichnet. Ich zeige dann: 

Die Menge M besteht aus dem Innern einer geschlossenen ^ nirgends 
konkaven, stetigen, differenzierba/ren Kurve C, sowie aus den Punkten von C selbst. 

Die Punkte von C sind die Bepräsentanten der zum Punkte r^, r^, r^ 
gehörigen extremen W-Flächen oder — worauf es bei der Untersuchung 
der Umgebung des Punktes r^, rg, r^ hauptsächlich ankommt — der Tan- 
gentialebenen jener W-FläcJien, 

Diese Ebenen bilden einen Kegel, der im Punkte r^, r^, f^ die Fläche 
ip{x, y,z) ^ berührt. 

Schneidet man diesen Kegd durch eine Ebene, welche nicht durch 
r^, r^, r^ hindurchgeht und, wenn sie parallel zu sich selbst bis zum PuiAte 
r^,r^,r^ verschoben würde, den Kegel in keiner reellen Geraden schneiden 
würde — eine Ebene, wie die letztere, wird durch einen im Innern von C 
gelegenen Punkt repräsentirt — , so entsteht eine Schnitfkurve C\ die der 
Kurve C dualistisch projektiv ist und daher aUe oben erwähnten Eigen- 
schaften derselben besitzt (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Konvexität), 

Um vor allem die behaupteten Eigenschaften der Kurve C nachzu- 
weisen, setze man voraus, daß nicht alle zu r^,r^, r^ gehörigen Zahlen- 
tripel eine Gerade erfüllen, da ja diese Möglichkeit schon besprochen ist; 
es existieren also jedenfalls drei zu M gehörige Punkte G, H, K, die 
ein Dreieck bilden, von welchem dann sämtliche Punkte der Menge M 
zuzuzählen sind. Ein beliebiger innerer Punkt dieses Dreiecks werde 
zum Mittelpunkt eines Polarkoordinatensystems r, -9" gemacht; der Strahl 
'ö' = kann noch beliebig gewählt werden, ebenso die Richtung der 
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wachsenden d^, letztere etwa so^ daß der sich drehende Strahl über H 
und K nach G gelangt. Auf jedem Strahle -ö" = £ gibt es einen ent- 
ferntesten Punkt A^ der Menge M^ dessen Entfernung Yom Punkte O 
durch die Funktion r(d') dai^stellt werde; um die Stetigkeit der Kurve C 
nachzuweisen, ist nach den bisherigen Festsetzungen nur zu zeigen, daß 

lim r(«) = r(0) oder, anders ausgedrückt, daß lim A^= A^ ist Es darf 
«=o «=o 

dabei noch angenommen werden, daß der Strahl -ö- = nicht durch ein 
Eck des Dreiecks geht, sondern etwa die Seite GH in einem von G 
und H verschiedenen Punkte triflft. Andernfalls ließe sich dies durch er- 
laubte Abänderung (Verkleinerung) des Dreiecks erreichen. Auch darf 
€ > vorausgesetzt werden, da das Beweisverfahren för « < das gleiche 
bleibt. 

Wäre dann fim r(e) > ^(0), so gäbe es Punkte A^j so daß A^ ganz 

innerhalb des Dreiecks GA^O zu liegen käme; alle Punkte dieses Drei- 
ecks wären aber der Menge M zuzuzählen und der Punkt A^ wäre ent- 
gegen der Voraussetzung nicht der äußerste des Strahles 0* = 0. Wäre 
aber lim' r{B) < r(0), so ^be es Punkte A^ innerhalb des Dreiecks A^HO, 

die ebenfalls entgegen der Voraussetzung nicht äußerste der zugehörigen 
Strahlen -Ö* = £ sein könnten. 

Um nun auch die Existenz von y^jA und \j^ einzusehen, beachte 

man, daß der Strahl A^A^ mit A^O immer größere Winkel bildet, wenn 
die positive Zahl b der Null zustrebt (es folgt dies daraus, daß jeder 
Punkt des Dreiecks A^A^O der Menge M angehört); andererseits bleibt 
der Winkel A^A^O stets kleiner als 5r, so daß also der Strahl A^A^ einer 
bestimmten Grenzlage zustrebt, in welcher er die Kurve C berührt. Eine 
zweite Tangente findet man in gleicher Weise, wenn man von negativen e 
ausgeht. 

Die beiden Tangenten können eine Gerade bilden; wenn nicht, ist 
die Summe der Winkel, die sie mit A^O bilden, kleiner als jr. Andern- 
falls nämlich würde die Gerade OA^ die Seite A^A_^y eines Dreiecks 
A^AqA_^, in einem Punkte B treffen, der von eine größere Entfernung 
als Aq hätte, woraus wieder folgen würde, daß A^ nicht der äußerste 
Punkt des Strahles %' ^0 wäre. 

Da das Innere jedes innerhalb C gelegenen Dreiecks der Menge M 
angehört, so gut das gleiche von allen innerhalb C gelegenen Punkten. 

Fallen die beiden Tangenten in einem Punkte A von C nicht zu- 
sammen und bilden sie also einen Winkel < n, so empfiehlt es sich, alle 
durch A gehenden Geraden, die mit der Menge M nur den Punkt A ge- 
mein haben, auch als Tangenten der Kurve G im Punkte A zu betrachten. 
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Dann sind von jedem Punkte außerhalb C an C zwei Tangenten möglich, 
welche die Geraden, die C in zwei Punkten schneiden, von jenen trennen, 
die C gar nicht schneiden. 

Die Ausführung des Beweises, daß der erwähnte der Kurve C pro^ 
jektive Kegel mit der Spitze im Punkte r^^r^^r^ die Flache 9>(^,y,^) = 
berührt, dürfte nicht angebracht sein, da einerseits dem gleichen Gedanken- 
gang, wie er im Falle zweier Veränderlicher eingeschlagen wurde, keine 
wesentlichen Hindemisse mehr entgegenstehen, andererseits aber die Durch- 
führung desselben ohne weitläufige Entwicklungen nicht möglich ist, 
die zu den durchsichtigen geometrischen Betrachtungen in keinem Ver- 
hältnis stehen. 

Die nähere Diskussion des Tangentenkegels gestaltet sich am ein- 
fachsten unter Zugrundelegung der oben erwähnten geschlossenen nirgends 
konkaven stetigen und differenzierbaren Schnittkurve C, die der Kurve C 
dualistisch projektiv ist.' Einer Ecke von C entspricht ein geradliniges 
Stück von C und umgekehrt. Den Punkten innerhalb C entsprechen die 
Geraden, die C nicht schneiden, den Punkten außerhalb C die Geraden, 
die mit C" zwei Punkte gemein haben, den Tangenten von jenen Punkten 
aus an C die Schnittpunkte dieser Geraden mit C\ Ist insbesondere C 
n^^ Ordnung, so ist C w*®' Klasse und umgekehrt. 

Nachdem so das Verhalten der Fläche 9j(a?,y,^) = in der Umgebung 
eines beliebigen Punktes klargestellt ist, handelt es sich darum, über den 
Verlauf dieser Fläche im ganzen einiges zu sagen. Das Wesentliche hier- 
über ist in der Aussage des Hauptsatzes p. 309 enthalten und es kann sich 
nur um eine genauere Analyse oder wenigstens um eine Umschreibung 
desselben handeln, analog der im vorigen Paragraphen bewiesenen Aussage 
der monotonen Abnahme von d'i(x). Aus dem Hauptsatze ergibt sich sofort: 

Ein innerer Punkt der zum Punkte P gehörigen Menge M kann nicht 
Element einer zu einem andern Punkte P' von (p(x, y, j8?) = gehörigen 
Menge M' sein. 

Von dem Punkte P der Fläche q){x, y, z) = geht man zu unendlich 
benachbarten Punkten P^ über, indem man um unendlich kleine Stücke 
auf einer bestimmten Erzeugenden des Tangentialkegels oder — was das 
gleiche ist — auf der zugehörigen Schnittkurve zweier extremer benach- 
barter TT- Flächen fortschreitet. Diese Schnittkurve ist durch die Tan- 
gente t der Kurve C in einem Punkte Ä repräsentiert. Die Mengen M^, 
welche zu Punkten P^ gehören, die in der gewählten Richtung dem 
Punkte P benachbart sind, liegen, wie aus dem soeben erwähnten Satze 
hervorgeht, auf der andern Seite der Tangente t als C Rückt der 
Punkt P^ gegen P, so konvergieren die zugehörigen Mengen M^ gegen A 
(nach dem II. Hilfssatz). 
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Während im ersten Paragraphen das einfachste und in analytischer 
Hinsicht auch erschöpfende (wenn auch nicht direkt anschauliche) Bild 
der gegenseitigen Abhängigkeit der beiden Konvergenzradien durch die 
beliebige monoton zunehmende Funktion #1 (x) vermittelt wurde, die völlig 
genügt zur Bestimmung von 9 (x, y) = 0, wenn von dieser Kurve nur 
noch ein Punkt gegeben ist, entsprechen dem hier die den einzelnen 
Punkten von (p{x, y, z) =^Q zugeordneten nirgends konkaven einander 
ausschließenden, zum Teil auf Punkte zusammenschrumpfenden Kurven C 

Ob sich trotzdem die gefundenen Stetigkeits- und Tangentialeigen- 
schaften der Flächen (p{x, y, ;?) = samt der durch den Hauptsatz aus- 
gedrückten Eigenschaft in ähnlicher einfacher Weise analytisch formulieren 
lassen, wie es bei den Kurven fp{x, y) = durch die Differentialunglei- 
chung (41) geschah, bleibt ununtersucht. 

Jedenfalls aber lassen sich zu jeder Fläche ^{x, y, s) = 0, welche 
diese fiir die Flächen der zusammengehörigen Konvergenzradien als not- 
wendig erkannten Eigenschaften besitzt, auch jetzt wieder unzählig viele 
Potenzreihen ^{x^,x^,x^ konstruieren, für welche <i^(x,y, z) = Fläche 
der zusammengehörigen Konvergenzradien ist. Um dies auszuführen, leite 
man aus der Kenntnis des Tangentenkegels in jedem Punkte r^, r^, r^ die 
zugehörige Menge M ab, dann bringe man die Punkte r^yV^ der ^ry- Ebene 
mit rationalen Koordinaten in eine Reihe mit Ausnahme derer, die von 
Begrenzungspunkten des Koordinatendreiecks in der -ö*- Ebene abhängen, 
und ordne jedem dieser Punkte den eindeutig bestimmten zugehörigen 
Wert von r^ sowie einen willkürlichen Punkt d-^^ -ö-g, d"^ der zugehörigen 
Menge M zu. Der Fortgang des Verfahrens ist dann dem am Ende des 
vorigen Paragraphen auseinandergesetzten völlig entsprechend. 



§3. 

Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen die gegenseitige 
Abhängigkeit der zusammengehörigen Konvergenzra^ien klargestellt wurde, 
besteht nunmehr die Aufgabe, aus den gefundenen reihentheoretischen 
Sätzen Schlüsse zu ziehen über die Gesetze, die zwischen den Singulari- 
täten von Funktionen mehrerer Veränderlicher bestehen. Alle Ausfuh- 
rungen, die sich in dieser Beziehung machen lassen, sind schließlich eine 
Folge des folgenden bekannten Fundamentalsatzes, den ich, wie alle Aus- 
sagen dieses Paragraphen, nur für zwei Veränderliche ausspreche: 

Sind r^, r^ ein Paar zusammengeJmiger Konvergenzradien der BeiJie 
^{^i}^i)f ^^ verhält sich die durch letztere definierte analytische Funktion 
F{Xi, X2) regulär im Gebiete j ^i j < fj, | ^2 i < ^2? ^^^ ^^ mindestens eine 
singulare Stelle x^^x^, für welche | ^i 1 = ^1, \x ^ = r^ ist. 
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• 

Es kann sich im folgenden nur darum handeln^ auf Grund dieses 
Satzes^ des Prinzips der analytischen Fortsetzung und der Entwicklungen 
der vorhergehenden Paragraphen sowie unter besonderen Voraussetzungen 
über die Kurve q){x,y) = Q genauere Beziehungen zwischen den Singu- 
laritäten zu finden. 

Zuvor aber soll gezeigt werden, daß stets — wie auch die Kurve 
^{x,y)^0 unter Befriedigung der im ersten Pai-agi-aphen als notwendig 
und hinreichend erkannten Bedingungen gewählt sein mag — sämtliche 
Punkte x^ = r^ (cos fp^ + i sin ^j), x^ =« r^ (cos (jpg + i sin ^3) singulare Punkte 
von F{x^jX^) sein können, wofern nur r^, r^ irgend zwei zusammengehörige 
Konvergenzradien und ip^ sowie q)^ beliebige leelle Zahlen sind. Die 
Funktion F(x^,X2) gestattet dann überhaupt keine Fortsetzung über einen 
Punkt der Kreise mit den Radien r^^r^ hieraus und wird durch ^(^i^x^) 
vollständig dargestellt. 

Im Interesse der Kürze des Ausdrucks nenne ich jn diesem Falle die 
Kurve 9^(^, y)==0 eine natürliche Grenze der Funktion F{x^x^. 

Um den Nachweis jener Möglichkeit zu führen, beweise ich zunächst 
folgenden Hilfssatz: 

Die nach Diagonalen geordnete und in jeder Diagonale hödistens einen 
vmi Null verschiedenen Koeffizienten aufweisende Potenzreihe: 



00 



(1) "^{X^, X^) ^2i S^?^2^ /* + V = % 



hat die zugehörige Kurve (p(Xy y) = zur natürlidien Grenze, wenn 

n — n 
(2) lim ^+-^ -*^A>0 

ist; d. h. also: sind r^^r^ zusammengehörige Konvergenzradien und 9>i, 9^2 
zwei beliebige reelle Zahlen und wird 

x^ = r^ (cos (fi + i sin g)^) , X2 = r^ (cos (p^ + i sin (p^) 

gesetzt, so ist zu zeigen, daß der Punkt x^, x^ singulärer Punkt von ^{x^yX^ 
ist. Es darf und soll ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daß i^j == 1, x^^l ist; ist dies von vornherein nicht der Fall, 

so läßt es sich durch die Transformation -^ \ x<\ nr- Xo, erreichen ; setzt 
man dann 

(3) 

so entsteht aus 5P(ä:i, x^ eine für | Ij* + £j» + i | < 2, | Sj* + li" + M < ^ i'^gu- 
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läre analytische Funktion von li,|g, die also jedenfalls för |li|<l, 
'S, < 1 in eine Potenzreihe 

(4) ^i(it,^,)-2'Ä,A(tt; 



entwickelt werden kann. 

Konvergiert diese Potenzreihe nicht auch für ein Wertepaar |j, ^ 
absolut, für welches ||i I > 1 , |62|>1 ist, so sind folgende 4 Falle 
denkbar: 

1. fj = ev»*, ^ =6'^«', wo weder q)^ noch (p^ ein Multiplum von 23t 
ist, ist ein singulärer Punkt von ^i(Si,l2)- Daiin wäre auch der Punkt 

X,, X,, wo X, = l (Ij» + |j*+i), ^^ = I (I- + |j* + i), ein singularer für 

^(^if ^j); dies ist aber nicht möglich, da sich | x^ | < 1, j ^r, | < 1 ergibt. 
Mithin kann dieser erste Fall überhaupt nicht eintreten. 

2. 5i =» 1, Ij =^ ^f*^' ist Singular (tp^ kein Multiplum von 2«), Dann 
hat die Funktion ^{xi,x^) eine singulare Stelle x^yX^^ für welche 

ist; nach einem weiter unten (p. 320) nochmals zu benutzenden und bei 
der Gelegenheit samt Beweis anzufahrenden Satze des Herrn Hartogs sind 
dann samtliche Punkte x^^\, | a:, | < 1 und als Häufungsstelle insbeson- 
dere auch der Punkt x^=^l, x^^l singulär. 

3. |j=:6*iPi' (g^j + 2Ä:;r), I2 "^ 1 ^^^ ®^^ singulärer Punkt von 
5ßi(Si, I2); dann schließt man wie unter Nr. 2, daß a?, = 1, ic, = 1 ein 
singulärer Punkt von ^{x^, x^) ist. 

4. Ii = 1, ig = 1 ist singulär; dann ist für ^(x^, x^): 

«1 «= Y (Ir + Ir+') = 1, X, = I (1? + i»«+i) = 1 

singulär. 

Aus der Au&ählung dieser vier Fälle ersieht man folgendes: 

Soll der Punkt i^i = 1, ^ = 1 für ^{x^, x^) kein singulärer sein, so 

muß ?ßi (61,12) noch für Werte li, I2 absolut konvergieren, für welche 

I li I > 1, II, I > 1 ist; es muß dann also 

(5) limypt,J<l 

sein. 

Gelingt es daher nachzuweisen, daß dieser obere Limes für die aus 
(1) abgeleitete Reihe ^i(li? 62) 9^<^^ 1 ist, so ist damit gezeigt, daß 
^1 = 1, x^ = l ein singulärer Punkt von ^ß (x^ , x^) ist und damit zugleich, 
daß die der Bedingung (2) genügende Reihe (1) die zugehörige Kurve 
q)(Xyy) = zur natürlichen Grenze hat. 
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Den Koeffizienten Amn erhält man als Funktion der a^^^, indem man 

%" • (y)^^' (S? + ^i'^^y (^? + ^?''')'' ^^^^ Potenzen von 1^ und g^ ent- 
wickelt und die Potenzen mit gleichen Exponenten durch Addition ver- 
einigt; man sieht sofort, daß Amn nur von jenen a^^,. ahhängt, deren In- 
dizes /t, V den beiden Ungleichungen 

b) -TT < I^ < — 

genügen; setzt man wieder ^ + v = %? ^/iv "= ^«^l» ^o folgt aus den beiden 
Ungleichungen (6) durch Addition 

(7) ^4f<«,<^^±^. 

Hängt also A^^f von a^ und a^ ab, so ist jedenfalls 
und mit Benutzung von (7) erhält man 

(80 ^+-i — * < - . 

Wählt man nun m > y , so stehen die Ungleichungen (2) und (8') 

miteinander in Widerspruch; es kann danach Am ff höchstens von einem 
Koeffizienten a^ abhängen und muß somit von der Form C • a„ sein, 




WO die positive Konstante C von den a^ unabhängig ist. limyi^^^,, 
hat daher den gleichen Wert, ob man von der Reihe 

OD 



oder von derjenigen ausgeht, in welcher aUe a^ durch ihre absoluten 

Beträge ersetzt sind; die durch letztere Reihe dargestellte Funktion hat 
bekanntlich*) sicher die singulare Stelle x^ = 1, iCg = 1, mithin die aus 
ihr durch die Transformation (3) abgeleitete die singulare Stelle l^ == 1, 

§2 = 1- es ist also lim YjA^r \ *= 1 imd nicht < 1. 

fl +VssCt) 

Nachdem somit der Hilfssatz**) bewiesen ist, bleibt nur zu zeigen. 



*) Biermann, Math. Ann. 48 (1897). 
**) Die Kurve y {x, y) = ist sogar dann schon natürliche Grenze, wenn nur 

\imn^^^ — ^^'OO ist und in noch allgemeineren Fällen: es läßt sich dies, wenn 
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daß zu jeder möglichen Kuitc zusammengehöriger Konvergenzradien 



00 



y(j?, 3^) = (unendlich viele) Potenzreihen ^(^i; ^2) = x^ % ^\^\ ß^i- 
stieren^ för die w^^ == fi -|- v und ' , 

n n 

(9) -A tJL^^* > 1 

*** "" 

ist (zur Verminderung der Unbestimmäieit ist A = 1 gesetzt). 

In der ^v- Ebene denke man sich die Geraden g^ mit den Glei- 
chungen ft -[- 1/ « 2" ((? = 1, 2, 3, • • •) gezogen und bezeichne das von 
9ay 9a+i ""^ den Koordinatenachsen begrenzte Trapez mit T^, Am Ende 
des § 1 wurden der dort mit d'^^'^ bezeichneten Zahl un^adlich viele 
Gitterpunkte /t, v zugeordnet, deren Koordinaten den Ungleichungen (53), 
bezw. (55), (57) unterworfen wurden. Man erhält immer noch uneftdlich 
viele zu &^^^ gehörige a — und hierauf kommt es allein an — wenn 
man jene Gitterpunkte noch weiter dadurch beschränkt, daß man verlangt, 
sie sollen nur in solchen Trapezen T^, liegen, für die ö ^2 (mod. 4) ist, 
und zwar soll in jedes Trapez höchstens ein Gitterpunkt zu liegen 
kommen. Von den Trapezen T^, wo = (mod. 4) also 6 = 46^ ist, 
weise man den zu d^^^^ gehörigen Gitterpunkten diejenigen zu, för welche 
<?! ungerade ist, und es darf wieder wie auch im folgenden von jedem 
Trapez höchstens ein Punkt /i, v benutzt werden. Der Zahl d'f^ werden 
von den übrig gebliebenen Trapezen diejenigen zugewiesen, für die 
^ = 8 ^2 und Ö2 ungerade ist , während die mit geradem ofg für die 
^(4)^(5) ... zu reservieren sind, und zwar in Fortgang des Verfahrens so, 
daß jedem df^ unendlich viele Trapeze zugewiesen sind. Die sodann 
nach der am Ende des ersten Paragraphen auseinandergesetzten Methode 
gebildete Potenzreihe ^(^1,^:2); ^^^ welche die vorgelegte Kurve ffipc^y) = 
den Zusammenhang der Konvergenzradien darstellt, hat diese Kurve zur 
natürlichen Grenze. Denn schreibt man — wie- erlaubt ist, da in jeder 
Diagonale höchstens ein Koeffizient vorhanden ist — 



00 





und liegt irgend ein Index n^ zwischen 2" und 2^+*, so ist %^i > 2^^+^ 
weil die Trapeze mit ungGi^aden Indizes ganz ausgelassen wurden, so daß 

wird. 



man von dem bewiesenen Hilfssatze ausgeht, auf dieselbe Weise beweisen, wie ich 
es Münch. Ber. 34 (1904), p. 63— 74 für me Variable getan habe. 
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Nach dem Hilfssatze ist daher (p(Xj y) =" natürliche Grenze von 

.Wenn q)(Xyy) = natürliche Grenze von ^(^i, x^) und Si? 62 irgend 
ein Punkt regulären Verhaltens dieser Funktion ist, so erhält man die zu 
der aus ^{Xj^^oc^} abgeleiteten Potenzreihe ^(^2^1 — li, ^2 ~" S2) gehörige 
Kurve der zusammengehörigen Konvergenzradien als dasjenige Stück von 
(p(Xf y) = 0, das im Gebiete ^ > | 5i |? y > 1 12 I Ußg*. 

Ist dagegen eine analytische Fortsetzung von ^{x^,x^ möglich und 
betrachtet man alle Punkte tii, %, für welche | ^1 1 = | li i, | ^2 1 ^ I ^2 1 ist, 
so können die Kurven zusammengehöriger Konvergenzradien der aus 
^(^i>^2) abgeleiteten Potenzreihen ^{x^ — '^19 x^ — %) ^ich^ durchweg aus 
dem bezeichneten Stücke der Kurve q)(Xy y) ^^ bestehen, sondern müssen 
teilweise oberhalb (natürlich nirgeuds unterhalb) dieses Kurvenstückes ver- 
laufen. Die den unendlich vielen Kombinationen von rj^ , iq^ entsprechen- 
den Kurven haben, wie leicht ersichtlich, jenes Stück von (p(x,y) = zur 
Enveloppe, so daß das letztere in jedem Punkte von mindestens einer der 
erwähnten Kurven berührt wird. 

Nur im Falle, daß die Kurve (p(x, y) = ganz oder teilweise aus einer 
TF- Kurve besteh t^ gelingt es mir das vollständige funktionentheoretische 
Äquivalent dieser geometrischen Tatsache durch folgendes Theorem aus- 
zudrücken: 

Besteht die Kurve (p{x,y) = für r^/) <x <ir^\ r^/^ >y> '^^^ cius der 

W'Kurve x^^y^^ == r^/^ 'r^^^ * (== r^^^^' V^^^ '*) und ist rf^, r^^^ irgend ein von 
^*^i\ t-^i) u^id r^l\r^^ verschiedener Punkt dieser Kurve und 

^1 ^ *i^^ (^^s 9^1 + ** si^ 9i)? ^2 "^ '^^ (^^s 92 + * si^ 9^2) 

ein (nach dem Fundamentcdsatze sicJier existierender) singulärer Punkt der 
durch ^(x^jX^) definierten analytisclien Funktion F{x^yX^, so sind auch 
sämäidie x^, x^, die de)* Ungleichung 

(10) H^^>|^2l>*f^ 
und der Gleichung 

(11) ^1 = ^^- , 



o. 

wo ^* »= a gesetzt ist, genügen, singulare Punkte dieser Funktion, 

Für ausartende TK- Kurven, d. h. für Gerade x « const. oder y = const. 
hat schon Herr Hartogs*) den Satz bewiesen; auf den Hartogsschen 
Satz ist p. 316 bezug genommen worden und auf ihn wird sich auch der 
Beweis des soeben ausgesprochenen allgemeineren Satzes stützen; es sei 



*) Inanguraldissert. p. 59. 
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daher gestattet^ den Hartogs sehen Satz samt einem etwas abgeänderten 
Beweise hier anzuführen: 

Besteht die Kurve ip(x, y) = zwischen den Geraden y = und y = r^ 
aus der Geraden x = JR^ und besitzt ^{x^, x^) die singulare Stelle x^jX^j für 
welche \x^\ = B^, I ^2 1 ^ ^2 ^^^> ^^ ^**^ ^^^^ sämtliche Stellen x^yX^, für 
tveUiie \x^\<ir^, x^=^ x^ ist, singulare. 

Beweis: In der rp-Ebene konstruiere man einen Kreis iTj, der inner- 
halb des Kreises | iCi | = üj liegt und letzteren im Punkte x^ =* x^ be- 
rührt. Ist gj der Mittelpunkt dieses Kreises, so konvergiert die aus 
^(x^yX^ abgeleitete Potenzreihe ^1(^1 — 61, x^ absolut für 

|^i-|i|<i?i- Uli, \x^\<r^ 

und divergiert absolut (wegen des singulären Punktes x^ , x^ für alle 
x^,x^y die den Ungleichungen 

I a?i — li I > i?i — I IJ, 1 3^2 1 > I ir^ 
genügen. 

Die zu ^i(iz?i — li, x^ gehörige Kurve der zusammengehörigen Konver- 
genzradien y = if(x) erleidet daher an der Stelle x ^ R^^ \^^\ eine ün- 
stetigkeit, besteht demnach zwischen y = und y = r, aus der Geraden 
X ^ R^ — { li |. Aus dem Fundamentalsatze folgt dann, daß es singulare 
Punkte x^y x^ gibt, für welche | f^ — 5i | = -Bi — | li | ist, wahrend | x^ \ 
noch jeden Wert < r^ haben kann; für alle diese singulären Punkte muß 
aber Xj = x^ sein, da jeder von x^ verschiedene Punkt des Kreises Ä^, 
mit jedem Punkte x^, dessen absoluter Betrag unterhalb r^ liegt, zu- 
sammengenommen, innerhalb des Konvergenzgebietes der ursprünglichen 
Reihe ^{x^, x^) liegt. Insbesondere folgt, daß der Punkt ^^,0 ein singu- 
lärer Punkt ist. 

Jede aus ^(x^^ — ^^) abgeleitete Potenzreihe ^(aJi — §1, ^2 — Sj), wo 

I Ig I = Y "~ ^ und < £ < Y ist, konvergiert absolut für 

' *^l fei 1 "^ -'A I »1 I ; I *^2 §2 I "^ "2" » ^; 

divergiert aber absolut (wegen der singulären Stelle x^^ 0) für alle x^y x^j 
welche den Ungleichungen 

\'^1 5l I -^ -^1 Sil? ,'*'2 ^2-^2 

genügen. 

Die zu ^(^i~li, 002 — ^2) gehörige Kurve y = t{x) erleidet demnach 
an der Stelle o; = JBi — | ^ eine ünstetigkeit, was nur möglich ist, wenn 
sie zum Teil aus der Geraden x ^ R^ — \^^\ besteht. Wie oben bezüglich 
des Punktes x^, schließt man hier, daß x^, ^2 ein singulärer Punkt 
ist, wobei von I2 ^^^ vorausgesetzt wurde, daß es dem absoluten Betrage 
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nach < -^ ist. Durch wiederholte Anwendung des gleichen Schlußver- 
fahrens läßt sich diese Yoraassetzung nacheinander auf 

I «8 I ^ 4 ; , »2 I ^ g > ; 1 S» I ^ 2** ' 

endlich auf | Sj | ^ »"2 ausdehnen, womit der Hartogssche Satz bewiesen ist. 

Es sei iiun eine Potenzreihe ^ßC^Pi^a^g) vorgelegt, für welche die Kurve 

der zusammengehörigen Konvergenzradien im Gebiete r^^^ < a; < r^\ 

r^^^>y>r?^ aus der TT- Kurve x^^y^- ^ ff)^'f<^)^'{^ ff^^'f<^^^i) besteht, 
und für welche x^, x^ ein singulärer Punkt ist, wobei 

ist und der Punkt x = r^*^, y = rj^^ auf dem angegebenen TT- Kurvenstücke 
liegt. Es soll gezeigt werden, daß sämtliche Punkte XijX^, welche die 
Ungleichung 

»V' > I ^, I > 4*' 

und die Gleichung 

— — a 

befriedigen (a = -^V singulare Punkte für ^(oo^fX^) sind. 
Zum Beweise mache ich die Transformation: 

(12) l^ - ^^^ 

welche aufgelöst ergibt: 

'*'2 — 92* 

Danach geht 

OD 


über in 

(14) ©(€1,1,) -2* «'"5?^'"'"'- 



Zu der Reihe auf der rechten Seite von (14) gehört in der icy-Ebene 
ein Gebiet S von der Art, daß (14) für |li | = a:, 1 62 1 "^ y absolut kon- 
vergiert, wenn x,y m S liegt. Die Begrenzung von 8 entsteht, wie man 
sich leicht überzeugt, aus der Kurve ip(x,y)'^0 durch die Transfor- 
mation: xy^'lXjyly, Zur Begrenzui^ von S gehört daher u. a. das Stück 

der Geraden x = r^^^r^^" (= f^^ff^") , soweit es zwischen den Geraden 
y = r<*) und y « r^^ liegt. Die Funktion @(Si, I2) ^^^ — ^^^ ^^^^ durch 
Anwendung des Weierstraßschen Doppelreihensatzes ergibt — regulär 

21 
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(aber wegen der möglicherweise nicht ganzzahligen Potenzen von Ig nicht 
notwendig eindeutig) im Gebiete: | li | < ff^^^'^*', ^^^^ > I ?2 1 > ^i^- Femer 
hat diese Funktion die singulären Stellen |^ = x^x^y I2 == ^2 (wobei zu 
den möglicherweise verschiedenen und bei irrationalem a sogar unend- 
lich vielen Werten von f^ jedesmal ein Wert Ig gehört, der in einem 
anderen Blatte der über der |j-Ebene ausgebreiteten Riemannschen 
Fläche der Funktion Ig zu denken ist 

Denn es gilt allgemein der Hilfssatz: 

Abgesehen von den Null- und Unendlichkeitswerten von ^1,^3^2; li, I2 
entspricht jedem regulären Punkte XifX2 von ^{x^fX^) ein regulärer Punkt 
li? I2 ^®^ transformierten Funktion ©(li; Ig)? ^ii^ö^^ singulären wieder ein 
singulärer und umgekehrt. 

Entsprechen einander nämlich die Wertepaare x^, x^ und 1^', l2'(===^2') 
und ist keine dieser vier Zahlen Null oder 00, so ist x^ — x^ eine in einem 
gewissen Bereiche konvergente Potenzreihe von 1^ — 1^', Ig — Ig' ohne kon- 
stantes Glied, ebenso \^ — 1^' == ^(^1 — x^j x^ — x{). Läßt sich also an 
der betrachteten Stelle eine Funktion nach Potenzen von x^ — x^y x^ — x^ 
entwickeln, so gestattet die transformierte Funktion eine Entwicklung nach 
Potenzen von Ij — - 1^', Ig — Ig' und umgekehrt. 

Es sei nun Ig' eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage 

und es sei Ig' außerdem so gewählt, daß die zusammen mit \^ = x^x^*) 
einen singulären Punkt von (14) darstellende Zahl Ig im Innern des 

yd) y(») 

Kreises K^ mit der Gleichung: |l2~l2'l = "^ — b — ~ liegt. Die Funktion 
©dl. Ig) läßt sich in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen von 1^ 
und Ig— Ig' entwickeln; dieselbe konvergiert absolut für | 1^ |<r^^)r^^^'^= ||j| , 

I Ig — Ig I < - — — — , da nach dem oben Bemerkten die Punkte li, Ig, deren 
Koordinaten diesen Ungleichungen genügen, sämtlich regulär sind; andrer- 
seits aber ist, wie schon hervorgehoben wurde, 1^ = f^, |g = |g ein singu- 

lärer Punkt und für denselben ist |Ii| = ^^^»^^^", Ig <~~^~~^5 daher 

sind nach dem Hartogsschen Satze sämtliche Punkte |j, |g singulare, 
wenn nur Ig innerhalb K^ liegt; wobei von dem Kreise K^ nur voraus- 
zusetzen war, daß er im Gebiete r^^^ > ||g| > r^^^ liegt und den Punkt |g 
in seinem Innern enthält. Irgend ein anderer innerer Punkt von JTg kann 

nun an Stelle von |g treten, und man findet so fortschließend, indem man 



riu + y(8 



*) Ist a nicht ganzzahlig, so verstehiB man unter g^ irgend einen Wert der 
rechten Seite. 
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